
第 22卷 第 5期
2007年 5月

航空动力学报
Journal of Aerospace Power

Vol. 22 No. 5

May 2007

文章编号: 1000�8055( 2007) 05�0779�06

非线性转子�密封系统稳定性
与分岔

叶建槐, 刘占生

(哈尔滨工业大学 能源科学与工程学院, 哈尔滨 150001)

摘� � � 要: 对单盘转子密封系统的分岔特性进行了研究,利用快速 Galerkin 方法和 Floquet 理论得到了转

子密封系统的分岔转迁集,并分析了转子不平衡量、密封间隙以及密封两侧压差对系统分岔特性的影响 ,结果

表明转子系统在密封流体作用下存在倍周期和 H opf分岔. 最后通过数值仿真验证了所求得的分岔转迁集的

正确性.研究结果为控制转子系统的稳定性提供了理论依据.
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nonlinear rotor�seal system
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Abstract: The bifurcat ions of a r ig id rotor�seal system were studied in a relat ively w ide

parameter range. T he t ransit ion boundaries of the system w ere obtained and the ef fect of the

degree of r otor imbalance, clearance of the seal and the pr essure drop of the f low in the seal

on the bifur cat ions characteristics of the system w as analyzed with fast Galerkin method in

combination w ith Floquet theory . The result show s that the rotor system may underg o period

doubling or Hopf bifur cat ions caused by the f luid�induced vibration. In some typical parame�
ter ranges, the bifurcat ion diagr ams of the ro to r�seal system are acquired w ith numer ical inte�
g ral method. The simulat ion result v erif ies the cor rectness of the tr ansit ion boundaries. The

result pr ovides the theoret ical base for qualitat ively control ling the stable operat ing state of

rotors.
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� � 密封是旋转机械中的关键部件之一,由于现

代旋转机械的转速和介质压力不断提高,转子柔

性不断增加,密封间隙流体激振问题日益突出,抑

制密封间隙的流体激振已成为现代旋转机械发展

的关键技术之一.由于密封结构和流体的特点,其

流体动力学方程非常复杂,难以直接用准确的非

线性密封力解析表达式描述, 这给系统的动力学

特性分析带来了困难.目前对于转子�密封系统模
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图 1 � 转子�密封系统

F ig . 1� Mode o f ro tor�seal system

型的非线性稳定性研究刚刚起步, 作为整个复杂

转子系统一部分的密封,研究它的非线性流体激

振效应,对于合理解释大型转子轴系实际运行中

出现的许多复杂动力学现象是不可缺少的.正因

为如此, 这方面的研究越来越引起人们的重

视
[ 1�6]

.

基于实验观察的 Muszynska模型 [ 7�10]能够较

好地反映密封力的非线性特性, 对它的研究和应

用受到了国内外学者的重视, 当前针对转子�密封
系统非线性动力学行为的研究大多基于该模型,

但是这些研究大多是在某些特定的密封参数下进

行的
[ 1�4]

,难以说明密封参数对转子�密封系统全
局动力学行为的影响,不能全面的反映转子�密封
系统的整体运动特性. 丁千等利用 Poore 的代数

判据对转子�密封系统的 hopf分岔解
[ 5]
及其附近

的 1/ 2亚谐共振情况下的振动性态
[ 6]
进行了分

析.本文将快速 Galerkin法 [ 11] 和 Floquet理论结

合起来从整体的角度对单盘转子�密封系统的非
线性稳定性及其分岔问题进行了研究, 得到系统

的分岔转迁集,分析了密封参数对转子�密封系统

动力学行为的影响规律.同时采用数值积分的方

法,依据所得转迁集选择参数变化方向,得到了系

统在某些参数下的分岔图,验证了所得分岔转迁

集的正确性.分析结果为转子系统的设计以及定

性地控制转子的稳定性提供了理论依据.

1 � 非线性转子�密封系统动力学模型

图 1所示为单盘转子�密封系统,转子为两端

简支的单圆盘系统, 密封力等效作用在圆盘处,转

子存在不平衡量, 圆盘几何中心为 O�, 质量偏心

为 O1 , 偏心距为 r, 圆盘质量为 mR , 转子阻尼为

DR ,转子刚度为 K R , 转子转速 �, 密封力为 FX ,

FY ,系统动力学方程可写为

mR

mR

X
  

Y
  +

DR

DR

X
 

Y
 +

K R

K R

X

Y
=

FX

FY

+
0

- mg
+
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2
cos( �t )

mr �
2
sin( �t )

(1)

� � 式( 1)中,密封力 FX , FY 由 Muszynska模型

给出,该模型是 Muszynska和 Bent ly 在大量实验

的基础上提出来的. 其特点是:密封激振力对转子

的扰动反力以平均角速度 ��绕轴颈旋转, 其中 �

为流体周向平均速比, 该反力在固定坐标中可由

式( 2)描述

-
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其中, K , D, mf 分别体现了流体对转子扰动运动

的刚度,阻尼和惯性效应.实验和数值研究结果证

实: �, K 和D 均为扰动位移X , Y 的非线性函数,

即

K = K 0(1 - e
2
)
- n
, D = D 0(1 - e

2
)
- n
,

n =
1
2
~ 3

�= �0(1 - e)
b
, 0 < b < 1

其中 e= X
2
+ Y

2
/ c 为转子相对偏心位移, c为

密封间隙.一般 �0 < 1/ 2, K 0 , D 0 以及 m f 可以用

Childs的环压密封动力系数公式计算.

引入无量纲变换 x= X / c, y= Y/ c, k�= �t,其

中: k 为正整数,同步或超谐解时 k= 1, 亚谐解时

k> 1,另外设 M= mR+ m f ,则( 1)式变为

x
  
= gx ( x , x

 
, y , y

 
, k) +  cos( k�)

y
  
= gy ( x , x

 
, y, y

 
, k) + G +  sin( k�)

(3)
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公式( 3)中

gx ( x, x
 
, y , y

 
, k) = - Da1x
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2 � 快速Galerkin法求系统的

稳态周期解 �

� � 方程( 3)是一强非线性系统,记 x 1 = x , x 2 =

y , g1= gx , g2= gy ,则可设其前 m s 阶近似周期解

为

x i (�) = ai0 + !
m
s

m= 1
[ a im cos(m�) + bim sin(m�) ]

(4)

� � 同 样 设: g i ( x , x
 
, y , y

 
, k) = A i0 +

!
m
s

m= 1
[ A im cos(m�) + B im sin(m�) ] , 显然 A i0 , A im ,

B im 为a i0 , ai1 , ∀, aim
s
, bi1 , ∀, bim

s
的函数. 由方程

(3) ,根据谐波系数的比较,可得未知系数 a i0 , ai1 ,

∀, a im s , bi1 , ∀, bim s 应满足如下关系式
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(5)

� � 故 ai0 , a i1 , ∀, aim
s
, bi1 , ∀, bim

s
这 4ms + 2 个待

定系数可由( 6)式确定,从而将系统的稳态周期解

问题转化为非线性代数方程组求解问题.

G( X) = { f
T
0 , f

T
c1 , f

T
s1 , ∀, f T

cm
s
, f

T
sm

s
} = 0 (6)

其中 X= { ai0 , ∀, ain , bi1 , ∀, bim } T

为了求解方程组( 6) ,本文利用同伦算法对初

值没有严格限制的特点, 首先选取一组初始值,通

过求解取定的同伦映像获得位于 New ton 迭代吸

引域中足够好的迭代初值,然后采用 New ton�Ra�
phon法进行精确计算, 从而克服了初始值选取的

问题.另外, 该方程组求解的计算量在于计算 G

(X)的 Jacobi矩阵,本文引入了 FFT 算法大大提

高了计算速度.

对于方程( 3) , 其右端函数对自变量以及时

间 �在其闭空间域内和时间轴上连续可导, 如果

存在一个孤立的周期解, 那么就存在一个 Galer�
kin近似,当其项数 ms ∃ % 时它一致收敛于这个

精确周期解; 另一方面, 若 Galerkin 近似满足一

定的条件,则在其近似解的邻域必存在一个精确

的孤立周期解[ 12] .在本文的计算结果中取有效谐

波系数 m & ms / 2,并由 ∋G( X) ∋< 1. 0 ( 10- 6和

∋X ∋< 1. 0 ( 10- 6来保证近似解与精确解在定

性和定量上的精度约束.

图 2 � 轴心轨迹图

F ig . 2 � T raject or y of shaft) s cent er

下面两图分别给出 Galerkin 近似与 Runge�
Kutta法所得轴心轨迹曲线, 分析所采用的参数如

下: mR= 110 kg, K R= 3. 4MN/ m, DR= 5kN  s/ m,
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密封半径 R= 0. 2 m, 密封长度 L = 80mm,进口损

失系数 z= 0. 1, 轴向流速 v a= 5. 0m/ s, 密封间隙

c= 0. 5mm,密封两侧压差 ∀p= 0. 5 ( 105 Pa, 经验

系数 �0= 0. 4, n= 2, b= 0. 5, m0= - 0. 25, n0= 0.

079. 均取 n s= 16, 可满足上面的控制条件, 由于

选取的谐波数较多, 在此未列出周期解的近似表

达式.

1) 当 �= 4 780 r/ m in, e= 0. 05mm, k= 1时,

其轴型轨迹如图 2( a)所示, 此时轴心轨迹为椭

圆.

2) 当 �= 7 120 r/ min, e= 0. 02mm, k= 4时,

其轴型轨迹如图 2( b)所示.

3 � 系统的稳定性和分岔

为了分析系统的运动稳定性, 首先将非线性

转子�密封系统动力学模型( 3)转化为扰动变量平

衡点的稳定性问题. 记 x 11= ∀x , x 12 = ∀x
 
, x 21 =

∀x , x 22 = ∀y
 
,则其扰动方程可以写为:

X
 
= A( �)X (8)

其中: X= { x 11 , x 12 , x 21 , x 22}
T

A(�) =

0 1 0 0

#gx
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#gx
#x

 
#gx
#y

#gx
#y

 

0 0 0 1

#gy
#x

#gy
#x

 
#gy
#y

#gy
#y

 

� � A( �)为在方程(3)的稳态周期解上展开的具

有周期元素的矩阵, A(�+ 2∃)= A( �) .

下面采用 Floquet 理论对线性齐次周期系数

微分方程组 ( 8 )进行稳定性分析, 通过 Runge�
Kutta法在区间 0 & �& 2∃求系统的基本解矩阵 %

(�) ,得其周期端点处取值的矩阵 %( 2∃) , 它的特

征值为 Floquet 乘子. 根据 Floquet理论,当所有

Floquet乘子的模都小于 1时,系统是稳定; 当一

个 Floquet乘子通过- 1穿过单位圆,而其它乘子

的模都小于 1 时, 系统产生倍周期分岔; 当一个

Floquet乘子通过 1穿过单位圆,而其它乘子的模

都小于 1时, 系统产生鞍结分岔; 当一对共轭复

Floquet乘子穿过单位圆,而其它乘子的模都小于

1时,系统产生 Hopf分岔.

根据上述分析,分别取 r , �, c, �以及 ∀p , �

作为分岔参数, 得到了在 �- r , �- c以及 �- ∀p

这三个参数坐标系中的转迁集, 如图 3( a) , ( b) ,

( c)所示.

图 3所示分岔转迁集中, I 为所有 Hopf 分岔

点组成的 Hopf 分岔集, II 为倍周期分岔点组成

倍周期分岔集. 图 3( a)为转速与转子偏心量构成

的分岔转迁集, 图 3( a) 的参数域( 1)中, Floquet

乘子的模均小于 1,系统是渐进稳定的, 在此参数

域中系统存在同步周期解; 在 Hopf 分岔集和倍

周期分岔集围成的参数域( 2)中,存在一对模大于

1的共轭复特征乘子,系统发生 Hopf 分岔;而倍

周期分岔集 II围成狭长参数域 Floquet 乘子中有

一个小于- 1的实数, 系统产生倍周期分岔.随着

不平衡量的增加,转子的失稳转速提高,这与工程

实践相一致.转子- 密封系统在失稳后动力学行

为非常复杂,存在着倍周期分岔和 Hopf分岔,随

着转速的升高两种运动形式交替出现.

图 3( b)为转速与密封间隙构成的分岔转迁

集,在图 3( b)的参数域( 1)中系统渐进稳定,在参

数域( 2) , ( 3) , ( 4) , ( 5)中系统发生 Hopf分岔,而

在 II围成狭长参数域中,系统发生倍周期分岔.

随着密封间隙的增加, 转子的失稳转速先降低后

提高,这里存在一个阈值 cT , 对应该阈值的转子

失稳转速为系统的最小失稳转速.

图 3( c)为转速与密封两侧压差构成的分岔

转迁集,在 3( c)的参数域( 1)中系统渐进稳定,参

数域( 2)中系统发生 Hopf分岔,而 II 围成狭长参

数域中系统发生倍周期分岔. 随着密封两侧压差

的增加, 转子的失稳转速降低, 在两侧压差较小

时,压差的变化对失稳转速的影响非常敏感,微小

的压差变化就能产生很大的失稳转速的变化. 随

着密封两侧压差的增加,压差的变化对失稳转速

变化的影响越来越小.

4 � 数值仿真验证

为了验证图 3所示分岔转迁集的正确性, 本

文选取了两组参数,采用 Runge�Kutta 计算了这

两组参数下的系统动力学行为随转速的变化规

律,这两组参数如下所示.

系统 ( 1) e = 0. 02 mm, c = 0. 5 mm, ∀p =

0. 5 ( 105 Pa;

系统 ( 2) e = 0. 05 mm, c = 0. 5 mm, ∀p =

0. 5 ( 10
5
Pa.

其分岔图如图 4所示,由图 4可见, 越过 I后

发生 Hopf分岔而产生概周期运动, I 和密封的参

数以及不平衡量有关.随着转速的继续提高,系统

出现概周期和倍周期运动交替产生的现象,在某

些狭窄的转速范围内,出现 4倍周期、5倍周期、6

倍周期等等运动现象.
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图 3� 分岔转迁集 ( ∗ ++ + Hopf 分岔集, , + + + 倍周期分岔集)

F ig . 3� The t ransitio n boundar ies ( ∗ + H opf bifurcation, , + Per iod doubling bifurcation)

图 4� 分岔图及其局部放大图( a) 系统 1, ( b) 系统 2

Fig. 4� Diagr ams o f bifurcation ( a) System 1, ( b) System 2

如图 4( a)所示, 上图为转子密封系统( 1)在

5 000~ 14 000 r/ min 这一转速域内的分岔图, 与

上图的 A, B, C, D 四个转速域对应,下图描述的

是这四个转速域内放大的分岔图. 从分岔图上看,

系统( 1)在 �= 6 440 r/ min时,发生 Hope 分岔而

失稳,整个过程非常复杂. 在 7 110~ 7 140 r/ min,

8 900~ 8 950 r/ min, 10 665~ 10 715 r/ m in , 12 605

~ 12 655 r/ m in这四个转速域内分别出现 4倍周

期、5倍周期、6倍周期和 7倍周期亚谐运动, 而在

6 440~ 1 400 r/ min 的其它转速域内出现该周期

运动.这一结果和分岔转迁集的结果在规律上是

完全一致的,仅在数值上有微小差别,差别不超过

50 r/ m in.

如图 4( b)所示, 同样上图为转子密封系统

( 1)在 5 000~ 14 000 r/ m in 这一转速域内的分岔

图,与上图的 E, F, G, H 四个转速域对应,下图描

述的是这四个转速域内放大的分岔图. 从分岔图

上看,系统( 2)在 �= 7 100 r/ m in 时, 发生 Hope

分岔而失稳, 在 8 865 ~ 8 895 r/ min, 10 500 ~

10 570 r/ min, 10 660 ~ 10 774 r/ m in, 13 652 ~

13 770 r/ min这四个转速域内分别出现 5倍周期、

6倍周期、7倍周期和 8倍周期运动,而在 7 090~

1 400 r/ min的其它转速域内出现该周期运动. 这

一结果和上述结果完全一致, 系统( 2)的数值结算

结果和分岔转迁集的结果在规律上是完全一致

的, 仅在数值上有微小差别, 差别也不超过

50 r/ m in.

由上述分析知,数值分析的结果和分岔转迁

集的结果一致,验证了本文给出的分岔转迁集的

正确性,该分岔转迁集能够较全面的体现一定参
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数域内系统的整体运动特性, 为转子系统的设计

以及定性地控制转子的稳定运行提供了理论依

据.

5 � 结 � 论

( 1) 迷宫密封是影响转子运动稳定性的一个

重要因素,转子�迷宫密封系统在不平衡量的激励
下,在低转速时作稳定的周期运动,而当转速提高

到一定值时, 系统开始失稳, 产生大幅度的涡动,

适当的增加不平衡量可以提高转子的失稳转速.

( 2) 转子�迷宫密封系统失稳后,在绝大部分

转速范围内都处于概周期运动状态, 在某些狭窄

的转速域内系统会出现各种亚谐运动.

( 3) 密封参数对系统的稳定性影响较大, 随

着密封两端压差的增加, 转子的失稳转速降低;在

密封两侧压差较小时, 压差的变化对失稳转速的

影响非常敏感, 微小的压差变化就能产生很大的

失稳转速的变化.随着密封两侧压差的增加, 压差

的变化对失稳转速的影响越来越小.

( 4) 密封间隙存在一个阈值, 当密封间隙小

于该阈值时, 密封间隙越大, 转子失稳转速越低,

反之,当密封间隙大于该阈值时, 密封间隙越大,

转子失稳转速越高, 对应该阈值的转子失稳转速

为系统的最小失稳转速.
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